
MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (19.4.2008) - Grupa 5

1. Ispitati neprekidnost funkcije f : R2 → R u taqki (0, 0) ako je

a) f(x.y) =







x+ y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
; b) f(x.y) =







x3 + y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
.

Rexe�e: a) Iz f(0, 0) = 0 i f(x, 0) =
1

x
→ +∞ kada x→ 0+ (ili f(x,

√
x)→ 1 kada x→ 0+)

sledi da funkcija f u taqki (0, 0) ima prekid, odnosno nije neprekidna.

b) Iz nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |x|3

x2 + y2
+
|y|3

x2 + y2
=

x2

x2 + y2
|x|+ y2

x2 + y2
|y| ≤ |x|+ |y|

sledi |f(x, y)| → 0 kada (x, y) → (0, 0), a to znaqi da i f(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0). Kako
je f(0, 0) = 0, funkcija f je neprekidna u taqki (0, 0).

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x.y) 7→ z definisane implicitno sa

z3 + xyz + x2 + 2y2 + 8 = 0.

Rexe�e: Ako je F (x, y, z) = z3 + xyz + x2 + 2y2 + 8, tada je

z′x = −F ′x
F ′z

= − yz + 2x

3z2 + xy
, z′y = −

F ′y
F ′z

= − xz + 4y

3z2 + xy
.

Stacionarne taqke dobijamo rexava�em sistema

2x+ zy = 0, zx+ 4y = 0, F (x, y, z) = 0.

1. Ako je z2 6= 8, prve dve jednaqine imaju trivijalno rexe�e (po x i y), pri qemu iz
tre�e jednaqine (F = 0) dobijamo z = −2. U tom sluqaju imamo stacionarnu taqku
A(0, 0) za koju je z(A) = −2.

2. Ako je z2 = 8, odnosno z = 2
√
2 ili z = −2

√
2, sistem nema rexe�a.

Prema tome, jedina stacionarna taqka je A(0, 0). Nala�e�em parcijalnih izvoda dru-

gog reda dobijamo z′′x2(A) = −1

6
, z′′xy(A) =

1

6
i z′′y2(A) = −1

3
. Kako je

z′′x2(A) · z′′y2(A)−
(

z′′xy(A)
)2

> 0, z′′x2(A) < 0,

to je fmax = f(A) = −2.



3. Dati su funkcija f : R2 → R i skup D ⊂ R2 sa

f(x, y) = 2(x+ 2)2 + 3(y − 1)2 + 1, D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x+ 4, x ≤ 0}.

Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f na skupu D.

Prvo rexe�e: Funkcija f ima najma�u vrednost 1 i to u taqki A(−2, 1). Iz A ∈ D sledi
da je min

D
f(x, y) = f(A) = 1.

Kako je skup D je trougao sa temenima E(−4, 0), F (0, 4) i G(0, 0) i kako je grafik funkcije
f paraboloid (eliptiqki) sa temenom u taqki A, najve�a vrednost funkcije na skupu
D je u nekoj od taqaka E, F ili G. Poxto je f(E) = f(G) = 12 i f(F ) = 36, to je
max
D

f(x, y) = f(F ) = 36.

Drugo rexe�e: Kako je f ′x = 4(x+ 2) i f ′y = 6(y − 1), taqka A je jedina stacionarna taqka
funkcije f i ona pripada skupu D. Funkcije f(0, y), f(x, 0) i f(x, x + 4) (koje odre�u-
ju granicu skupa D) imaju stacionarne taqke B(0, 1), C(−2, 0) i D(−13/5, 7/5), pri qemu
je f(B) = 9, f(C) = 4 i f(D) = 11/5. Upore�uju�i vrednosti funkcije f u taqkama
A,B,C,D,E, F,G vidimo da je

min
D

f(x, y) = f(A) = 1, max
D

f(x, y) = f(F ) = 36.
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